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Abstract

This thesis consists of two main parts: the first describing the reaction wheel principles and
the other describing the bicycle with the reaction wheel. These two parts are complementing
each other and form a complete dissertation.

The first main part describes the main principles of operation of the reaction wheel. It
explains in detail how and where action and reaction forces are created in the mechanical
device. There relationship between acting body and reacting body is well-explained therein.
The full set of differential equations is formulated with many partial results obtained from
examples of linear and rotary motions where the reaction forces are created. This namely
allows to model a completely new object very important for this research: the reaction wheel
pendulum. It is deeply analysed using control theory techniques. Controlling this object is
difficult because it is underactuated (less control signals than actuators) and control signals
are very limited. The reaction torque is used, which occurs only when the reaction wheel is
accelerated or decelerated and there is a need to put a huge care to angular velocity never
to exceed the limit value. The system is nonlinear and therefore control techniques are pro-
posed to stabilize it. Finally, the linear quadratic controller is designed which is based on
the algebraic Riccati equations. A fully-detailed description of all necessary mathematical
equations is used to create the control law. The classical LQR control law and its modified
version (LQI) based on the additional loop which integrates state signals is used. The linear
quadratic algorithm allows to control the whole state of the object which is a great advan-
tage of this algorithm. In addition, it is a tracking control technique which allows to move
the system from one state to another during the operation. Object described mathematically
with proposed control algorithms give the full description of this automatic control system.
Eigenvalue and step response analysis confirms the stability in the considered point of op-
eration. Furthermore, this stability is checked when several parameters change such us: the
mass and radius of the reaction wheel, the height of the reaction wheel mounting and the
coefficients of friction. A through analysis of the energy flow in the considered inverted
pendulum is constructed. This analysis confirms the high energy efficiency of this type of
actuator. The proposed control law is tested by numerous computer simulations, which per-
fectly illustrate the real behaviour of the machine. The real object is created and described
and physical parameters are identified. Experimental tests confirm the suitability of control
algorithms used. An important aspect is the description of hardware solutions related with
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measuring system. There is a novel method of determining the angle from the vertical po-
sition using only gyroscope with its imperfections — the drift. Additionally, the explanation
how to use it is given with the linear quadratic regulation to estimate the position.

The second part of this work is focused on the bicycle with and without the reaction
wheel module. It starts from a deep analysis of the mathematical models available in the
literature. The aim is to find as good differential equations as possible to describe the most
important states of the real single-track vehicles. Finally, one model is selected which is at
this moment the reference for the bicycle models. This system of mathematical equations
is transformed into state-space form. Next, these equations are gathered together with the
whole description of the reaction wheel pendulum. This gives the complete description of
the new object that is difficult to find in the currently available literature. This is the vital
base of this scientific work. It allows one to develop a complete control law for optimal
stabilization based on the handlebar control and reaction wheel control. The LQR control
algorithm is used to ensure minimization of quadratic performance indices and stabilization
of all state variables using several control signals simultaneously. There is a series of stability
analysis and computer simulations of the bicycle with and without additional reaction unit.
The detailed comparison of these two objects is performed. It is proven that in a certain
range of velocity the bicycle is self stable, thus it does not need any control to keep balance.
There are many conclusions drawn when the handlebar control or the reaction wheel control
gives better results. Thus, it proves that the reaction wheel in some conditions improves the
stability of the bicycle and sometimes allows keeping stability (balance) of the bicycle.



Streszczenie

Niniejsza rozprawa sklada sie z dwéch gtéwnych czesci: pierwszej opisujacej zasady dzia-
fania kota reakcyjnego oraz drugiej opisujacej rower z kotem reakcyjnym. Obie te czesci sie
wzajemnie uzupelniaja i tworza jedna catosé.

W pierwszej gléwnej czesci opisano zasade dziatania kota reakcyjnego. Szczegétowo wy-
jasniono jak i gdzie powstaja sity akcji i reakcji w urzadzeniu mechanicznym. Opisano mate-
matycznie niezbedna relacje miedzy uktadem wykonawczym a ukltadem reagujacym. Dzieki
zastosowaniu modelowych przyktadéw odnoszacych sie do ruchu liniowego a nastepnie ru-
chu obrotowego wyprowadzono kompletny zestaw rownan rézniczkowych opisujacych ten
proces. To z kolei umozliwito zamodelowa¢ obiekt wysoce istotny w tej sprawie: wahadto
odwrécone z kotem reakcyjnym. Wahadlo poddano szczegétowej analizie wykorzystujac
techniki z teorii sterowania. Sterowanie wahadlem odwréconym z kotem reakcyjnym jest
trudne, poniewaz jest to uklad niedosterowany (o mniejszej liczbie sterowan niz stopni swo-
body) i o bardzo ograniczonym sterowaniu. Wykorzystywany jest reakcyjny moment sily,
ktéry powstaje tylko, gdy wirujaca masa jest rozpedzana badZz hamowana i nalezy bardzo
dbac o to, aby predkos¢ obrotowa nigdy nie przekroczyta dopuszczalnej wartosci. Uktad jest
nieliniowy i zaproponowano takie techniki sterowania, ktére sa w stanie go ustabilizowac.
Wybrano optymalne sterowanie liniowo kwadratowe oparte na algebraicznym réwnaniu
Riccatiego. Szczeg6étowo opisano wszystkie niezbedne réwnania matematyczne tej techniki
sterowania. Wykorzystano klasyczne prawo sterowania LQR oraz wersje zmodyfikowana
w oparciu o dodatkowaq petla catkujacy stan obiektu LQI. Regulacja liniowo kwadratowa
pozwala na sterowanie calego wektora stanu obiektu co stanowi wielka zalete tego algo-
rytmu. Zaproponowano réwniez rézne sposoby regulacji nadaznej pozwalajacej przecho-
dzenie maszyny z jednego stanu do drugiego w trakcie dziatania systemu. Majac zapro-
jektowane prawo sterowania otrzymano kompletny ukfad regulacji automatycznej. Spraw-
dzono jego stabilnos¢ wykreslajac linie pierwiastkowe dla ukfadu bez ograniczer oraz od-
powiedzi skokowe. Wyznaczono wplyw najwazniejszych parametréw ukiadu na stabilnos¢
takich jak: masa i promieri kota zamachowego, wysoko$¢ zamocowania kota zamachowego
oraz wspolczynniki tarcia. Gruntownie przeanalizowano przemiany energii w rozwazanym
wahadle odwréconym. Analiza ta potwierdza wysoka efektywnosc¢ energetyczna dzialania
wymuszenia reakcyjnego. Zaproponowane prawo sterowania przetestowano na licznych
symulacjach komputerowych, ktére doskonale daja obraz dziatania realnej maszyny. Opra-
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cowano realny obiekt oraz zidentyfikowano jego parametry fizyczne. Test eksperymentalne
potwierdzaja poprawnos¢ opracowanych algorytméw sterowania. Waznym aspektem jest
opis wykorzystanych rozwiazan sprzetowych zwiazanych z sensoryka. Zaproponowano
nowatorski sposéb wyznaczania kata odchylenia od pionu przy pomocy niedoskonatego
zyroskopu obarczonego btedem pomiaru w postaci dryfu. Wykorzystujac wlasciwosci re-
gulacji liniowo kwadratowej przedstawiono sposéb estymacji potozenia chwiejnego punktu
rownowagi.

W drugiej czesci rozprawy skupiono sie na pojezdzie rowerowym oraz jego modyfikacji
o dodatkowy modut stabilizacji opartej o koto reakcyjne. Na poczatek gleboko przeanalizo-
wano model matematyczny roweru oraz przeszukano dostepna na ten temat literature. Ce-
lem jest odnalezienie takiego modelu roweru, aby odzwierciedlat najwazniejsze stany dyna-
miki realnych pojazdéw jednosladowych. Wybrano jeden z nich, ktéry w obecnej chwili sta-
nowi referencje sposréd dostepnych modeli roweréw. Zaproponowany uktad réwnan dyna-
miki ruchu przetworzono w forme réwnan zmiennych stanu. Nastepnie dokonano potacze-
nia tak opisanego systemu z réwnaniami wahadla odwréconego z kotem reakcyjnym. W ten
spos6b otrzymano kompletny opis obiektu sterowania, ktéry trudno odnalez¢ w dostepnej
obecnie literaturze oraz ktéry stanowi najwazniejszy fundament tej pracy naukowej. Nastep-
nie zostato opracowane rozbudowane prawo sterowania zapewniajace optymalna stabiliza-
cje w oparciu o sterowanie kierownica i kotem reakcyjnym. Wybrano algorytm sterowania
LQOR zapewniajacy minimalizacje kwadratowego wskazZnika jakosci stabilizujac wszystkie
zmienne stanu ukladu kontrolujac wiele sygnatéw sterujacych réwnoczesnie. Wykonano
serie analiz stabilnosci oraz symulacji komputerowych roweru bez dodatkowego systemu
oraz z systemem stabilizacji reakcyjnej. Dokonano szczegétowego poréwnania tych dwéch
obiektéw. Przy okazji udowodniono, ze dla pewnego zakresu predkosci liniowych roweru
wykazuje on wlasciwoéci samo stabilizacji, a zatem nie wymaga zadnego sterowania, aby
utrzymac¢ réwnowage. Postawiono liczne wnioski kiedy sterowanie sama kierownica jest
lepsze od sterowania kotem reakcyjnym i na odwrét. Tym samym udowodniono, ze koto
reakcyjne dla pewnych zakreséw predkosci roweru doskonale poprawia a czasem nawet
umozliwia zachowanie stabilno$ci (réwnowagi) roweru w rozumieniu utrzymaniu pozycji
pionowe;j.



